Tipos Dependientes y Demostradores Interactivos

PRACTICA 1: PRODUCTOS Y SUMAS
Ejercicio 1. (Funciones). Definir en Agda habitantes de los siguientes tipos:
a) flip : {A B C : Set} > (A ->B ->C) -> B -> A -> C
b) compose : {ABC : Set} > (B ->C) -> (A ->B) > A ->C

1 Qué representan desde el punto de vista légico? ;Qué representan desde el punto de vista computacional?

Ejercicio 2. (Booleanos). Considerar el tipo de datos inductivo de los booleanos:

data Bool : Set where
false : Bool
true : Bool

a) Usando pattern matching, definir su principio de eliminacién, que se comporta esencialmente como un if _then_else_:
recBool : {C : Set} -> C -> C -> Bool -> C

b) Usando recBool (y sin usar pattern matching), definir la funcién not : Bool -> Bool que niega su argumento.
Evaluar not true y not false.

Nota: el tipo de datos de los booleanos ya se encuentra definido en la biblioteca estindar de Agda. Se puede
importar con:
open import Data.Bool using (Bool; true; false)

Ejercicio 3. (Productos). Considerar el tipo inductivo de los pares:

data _x_ (A B : Set) : Set where

:A->B -> A xB
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a) Usando pattern matching, definir su principio de eliminacién:
recProduct : {ABC : Set} -> (A ->B ->C) -> A xB ->C

b) Dar el tipo y definir su principio de eliminacién dependiente, que generaliza al principio de eliminacién anterior
para el caso en el que C' es una propiedad que depende del par A x B. Desde el punto de vista 1égico, el principio
de eliminacién dependiente afirma que si A, B : U son tipos y C : A x B — U es una propiedad sobre los pares!,
para probar que vale C(z) para todo z : A X B alcanza con probar que vale C((a,b)) para cada a : A y cada

b:B.

Nota. Llamamos “principio de eliminacién” o “principio de recursiéon” a la funcién que abstrae el esquema de
recursién primitiva para un tipo de datos inductivo A. Dados un tipo C' : U/ y un elemento a : A, el principio de
recursién construye un elemento de un tipo C. Llamamos “principio de eliminacién dependiente” o “principio de
induccién” a la generalizacién de dicha funcién al caso dependiente. Dados ahora una familia de tipos C' : A — U
y un elemento a : A, el principio de induccién construye un elemento de tipo C(a).

¢) Sin usar pattern matching, y usando los principios de eliminacién cuando sea necesario, demostrar:

i. AxB— A

ii. AxB—+ B
ili. (Ipoaxp C(x)) = Hya . g C(a, b))
iv. g.allp.p C((a,b))) = Mpaxp Cx)

(Cémo quedan los tipos de los ultimos dos {tems en el caso particular en el que C' no depende de x? ;A qué
funciones ya conocidas se corresponden?

Nota: el tipo de datos de los pares ya se encuentra definido en la biblioteca estandar de Agda, se puede importar
con:
open import Data.Product using (_x_; _,_)

Ejercicio 4. (Tipo vacio). Considerar el tipo inductivo vacio:

10, més precisamente, una familia de tipos indexada.
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data L : Set where
A veces, en el lenguaje matematico, notamos “1” o “0” al tipo vacio.

a) Usando pattern matching, definir el principio de eliminacién, que es de tipo:
1l-elim : {C : Set} -> 1L -> C.

b) Sin usar pattern matching, y usando el principio de eliminacién cuando sea necesario, demostrar
i (A-1)—>A—B
Nota: el tipo de datos vacio ya se encuentra definido en la biblioteca estandar de Agda, se puede importar con:
open import Data.Empty using (L; l-elim)
Ejercicio 5. (Tipo unitario). Considerar el tipo inductivo unitario (con un tnico habitante):

data T : Set where
tt T

A veces, en el lenguaje matemaético, notamos “T” o “1” al tipo unitario.
Usando pattern matching, definir el principio de eliminacién dependiente, que es de tipo:
indUnit : {C : Unit -> Set} = C tt -> (x : Unit) - C x.
Nota: el tipo de datos unitario ya se encuentra definido en la biblioteca estdndar de Agda, se puede importar
con:
open import Data.Unit using (T; tt)

Ejercicio 6. (Sumas dependientes). Considerar el tipo inductivo de las sumas dependientes:

data X (A : Set) (B : A » Set) : Set where
(a: A) > Ba-+XAB

1. Dar el tipo y, usando pattern matching, definir el principio de eliminacién dependiente.
2. Definir las proyecciones proj; y projs.

3. Demostrar la version débil del axioma de eleccion:

i. (Ha:A Z;b:B Ca b) — (Ef:AHB Ha:A Ca (f a))



