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Lenguajes regulares



Repaso

» Un lenguaje en un alfabeto X es un conjunto de palabras
LC Y™
» Una gramatica independiente del contexto es una 4-upla
(N,X,P,S):
» N son los simbolos no terminales.
» 3 son los simbolos terminales.
» P es un conjunto de producciones de la forma A — .
» S es el simbolo inicial.

» Notamos L(G) al lenguaje generado por G.



Repaso

» Un autémata finito deterministico es una 5-upla
D= (Q7 z) 5a qo, QF): donde:
> @ es el conjunto de estados.
> 3} es el alfabeto.
> §:Q XX — Q eslafuncién de transicion
> go € Q es el estado inicial.
» Qr C @ son los estados finales.

» Notamos L(D) al lenguaje aceptado por D.



Repaso

» Un autémata finito no deterministico es una 5-upla
N =(Q,X%,d,qo, Qr), donde:
> @ es el conjunto de estados.
> Y es el alfabeto.
> §:Q x (XU{e}) = P(Q) es la funcién de transicién no
deterministica
> go € Q es el estado inicial.
» Qr C Q@ son los estados finales.

» Notamos L(N) al lenguaje aceptado por N.



Repaso

» Una expresion regular es un arbol R formado por los
siguientes constructores:

0

€

x paracada x € L

R-S

R|S

R*

» Notamos L(R) al lenguaje denotado por R.

VYyVYVYYVYY



Repaso

En la clase pasada vimos:

AFD < AFN <« expresiones regulares

» AFD — AFN: Todo AFD se puede interpretar como un AFN
que acepta el mismo lenguaje.
Demostracién. Inmediato.

» AFN — AFD: A partir de un AFN se puede construir un AFD
que acepta el mismo lenguaje.

Demostracion. Usando la construccién de subconjuntos.

P Expresiones regulares — AFN: A partir de una expresién
regular R se puede construir un AFN N(R) que acepta el
lenguaje denotado por R.

Demostracién. Usando la construcciéon de Thompson.

i Qué pasa con la siguiente direccién?

autdématas finitos — expresiones regulares



De autématas finitos a expresiones regulares

Teorema. Si N es un AFN sin transiciones €, se puede construir
una expresion regular que denota el lenguaje aceptado por N.

La construccién usa el método de Brzozowski:

| 2

>

| 2

Si g es un estado de un AFN N, notamos N|q al AFN que
resulta de V poniendo a g como estado inicial.

Si N=({qo,...,qn},X,d,qo, Q) notamos L; a L(N|g,) es
decir al lenguaje aceptado empezando desde el estado g;.
Considerar el siguiente sistema de ecuaciones entre lenguajes:

{ L, = (UX@:’ 4€5(irx) XLj) Uif g; € Qr then {e} else ()
paracada 0 <i<n

El sistema se puede resolver utilizando el lema de Arden: el
lenguaje X mas chico que es solucién a la siguiente ecuacion:

X=L-Xul

estd dado por X = [*- [,
Una vez resuelto el sistema se obtiene una expresién regular.



De autématas finitos a expresiones regulares

Ejercicio. Dar una expresion regular que denote el lenguaje de las
palabras que tienen simultdneamente un nimero par de as y un
nimero par de bs.



De autématas finitos a expresiones regulares
El siguiente AFD en el alfabeto ¥ = {a, b} acepta el lenguaje que
nos interesa: palabras que tienen simultdneamente un nimero par
de as y un nimero par de bs.

nos da el siguiente sistema de ecuaciones:

Ly = aliUblyU {6}
L; = algUbLs
L, = al3Ubly
L3 = al,Ubl



De autématas finitos a expresiones regulares

Ly = aliUblyU {E}

i = algUbL;
L, = al3Ubly
L3 = al,Ubl;

» Reemplazar L; y Ly en Ly y L3, obteniendo:
Loy = aalgUablsU balsU bbLyU {6}
L3 = aal3zUablyU balgU bbls



De autématas finitos a expresiones regulares

Lo = aalgUabls U balsU bbLy U {E}
L3 = aalsUablygU balgU bbls
= (aaU bb)Lz U (abLy U baly)

» Aplicar el lema de Arden en L3 para deshacerse de la recursién
en Lj:
Loy = aalgUablsU balsU bbLyU {6}
L3 = (aaU bb)*(abLy U baly)

» Reemplazar L3 en Ly obteniendo:

Ly = aalgUablzU balzU bblLyU {6}

aalo U (abU ba)L3z U bbLg U {e}

= aalo U (abU ba)(aaU bb)*(abLo U baly) U bbLo U {¢}
= aaloU ((abU ba)(aa U bb)*(abU ba)) Lo U bbLy U {¢}
= (aaU ((abU ba)(aaU bb)*(abU ba)) U bb)Lo U {¢}



De autématas finitos a expresiones regulares

Lo = (aaU ((ab U ba)(aa U bb)*(ab U ba)) U bb)Lo U {€}

» Por ultimo, aplicando el lema de Arden nuevamente se
obtiene:

Lo = (aaU ((ab U ba)(aa U bb)*(ab U ba)) U bb)*

Esto resuelve el sistema, y nos asegura que Ly se puede expresar
como el lenguaje denotado por la siguiente expresion regular:

(aa | ((ab | ba)(aa | bb)*(ab | ba)) | bb)*



Una equivalencia mas: gramaticas regulares

Una gramatica independiente del contexto G = (N, X, P, S) se
dice regular si y sélo si todas las producciones son de alguna de
las formas siguientes:

» A — xB para algin x € ¥
» A—- B
> A— ¢



Una equivalencia mas: gramaticas regulares

Es facil ver que para cada AFN hay una gramdtica regular que
genera el mismo lenguaje, y viceversa, segin la siguiente
correspondencia:

estado del AFN g4
estado inicial gs
transicién gg € d(qa, x)
transicién gg € 6(qa,¢€)
ga es un estado final

simbolo no terminal A
simbolo inicial S
produccién A — xB
produccién A — B
produccién A — ¢

teoe0



Lenguajes regulares

Como conclusién obtenemos que todos los formalismos de abajo
tienen el mismo poder expresivo:

AFD AFN

=

expresiones regulares <———— gramaticas regulares

Es decir, las siguientes condiciones son equivalentes:
P> Existe un AFD que acepta el lenguaje L.
P> Existe un AFN que acepta el lenguaje L.
P Existe una expresién regular que denota el lenguaje L.
> Existe una gramatica regular que genera el lenguaje L.

Estos lenguajes se llaman lenguajes regulares.



Lenguajes regulares

Propiedades de los lenguajes regulares.

Los lenguajes regulares son cerrados por:
> interseccion,

> unidn,

» complemento,

» reverso,

» concatenacion,

» clausura de Kleene.

(Ejercicios 12-14 de la practica 2).



Lema de pumping

Lema de pumping. Si L es un lenguaje regular, existe un n tal
que para toda cadena « en el lenguaje de longitud || > n se
puede descomponer a @ como concatenacién de tres palabras:

a = B4

de tal modo que:
> By < n,
> v Fe
> 3~K§ esta en el lenguaje para todo k > 0.

Demostracion. Mas facil de lo que parece, vemos la idea en el
pizarrén.



Lema de pumping

Ejercicio. Usando el lema de pumping, probar que el lenguaje
Ly = {a¥b* | k > 0} no es regular.

Ejercicio. Usando el lema de pumping, probar que el lenguaje Lo
de las cadenas de corchetes ([, 1) balanceados no es regular.



Normalizacion de gramaticas



Arboles de derivacion vs. arboles sintacticos

En una gramdtica independiente del contexto G = (N, %, P, S)
toda derivacidn
S=2a1=>...=a,

da lugar a un arbol de derivacion.

El arbol de derivacién se construye iterativamente de tal modo que
una derivaciéon S =* X ... X, tiene asociado un arbol con raiz S y
hojas Xi,..., Xy, donde cada X; € NUX es un simbolo terminal o
no terminal.

» La derivacidn vacia S =* S tiene asociado el arbol con un
inico nodo etiquetado con S.

» Para construir el drbol asociado a la derivacién
S=*aAB = aXi...X,[ se extiende el drbol asociado a
S =* aAfB de tal modo que el nodo A pasa a tener n hijos
X1, ..., Xn.



Arboles de derivacién vs. arboles sintacticos
Por ejemplo, consideremos la siguiente gramatica en el alfabeto

L= {(’)7n7+}:
E — E+E|n

» La cadena n + n + n admite dos derivaciones mas a la
izquierda:
» F=FEFE+E=n+E=n+E+E=n+n+E=n+n+n
» E=E+E=E+E+E=n+E+E=n+n+E=n+n+n
Los arboles de derivacién son respectivamente:

E E
/TN /TN
E + + E

E E
/N JIN
n E + E E + E n

n n n n



Arboles de derivacion vs. arboles sintacticos

No se debe confundir el arbol de derivacion con el arbol
sintactico o arbol de sintaxis abstracta (AST).

» El AST no se construye de acuerdo con una definicién general
que aplique universalmente a todas las gramaticas.

» La intencién del AST es representar la estructura sintictica de
una expresion de acuerdo con lo que resulte relevante para el
dominio al que se destina el lenguaje.



Arboles de derivacion vs. arboles sintacticos

Por ejemplo, en el caso anterior, si el operador + es asociativo a
izquierda, el AST seria en ambos casos:

/\
/\



Eliminacién de la ambigtiedad

Recordemos que una gramatica independiente del contexto es
ambigua si hay alguna cadena « que tiene dos derivaciones mas a
la izquierda distintas.

> Algunas gramdticas ambiguas se pueden reescribir para
obtener otra gramdtica no ambigua que genera el mismo
lenguaje.

» No hay un método para eliminar la ambigliedad en general.
De hecho hay lenguajes inherentemente ambiguos que sélo se
pueden escribir con gramaticas ambiguas.



Eliminacién de la ambigtiedad

Ejercicio. Dada la siguiente gramatica:

E — id|EE| (E)

» Demostrar que es ambigua.

» Escribir una gramatica no ambigua que genere el mismo
lenguaje.



Eliminacién de producciones ¢

Objetivo. Dada una gramética G = (N, X, P, S), queremos
obtener otra gramdatica que genere el lenguaje L(G) \ {€} y no
tenga producciones de la forma A — .

Nota: si el lenguaje L(G) incluye €, se pueden eliminar todas las
producciones ¢ y por lltimo agregar una produccién S — e,
obteniendo una gramatica con una tnica produccién e.



Eliminacién de producciones ¢

Se pueden eliminar las producciones € de G mediante el siguiente
procedimiento:

Entrada: Una gramatica G=(N,%,P,S)
Salida: Una gramatica G’ tal que L(G')=L(G)\ {¢}
y tal que G’ no tiene producciones .

while hay alguna produccién B — ¢
Eliminar la produccién B —e.
while hay alguna produccién A — aBy
Reemplazar la produccién A — aBy
por dos producciones A—ay y A— aBy

donde B es un simbolo temporal asociado a B.
end

end

Renombrar todos los simbolos temporales de B a B.

return G



Eliminacién de producciones ¢

Ejercicio. Eliminar las producciones € de la gramatica:

A — aBD
B — b|D
D — d| e



Eliminacidn de ciclos

Un simbolo no terminal A es ciclico si hay una derivacién
A =7 A Una gramitica tiene ciclos si tiene algiin simbolo
ciclico.

Objetivo. Dada una gramatica, obtener otra gramatica sin ciclos
que genere el mismo lenguaje.

» Dado un simbolo A, se puede determinar si es ciclico usando
algoritmos usuales sobre grafos (p.ej. DFS o BFS).

=% es la clausura transitiva de =, es decir, « =" 8 si @ =* 8 usando al
menos un paso de derivacién.



Eliminacidn de ciclos

Una cadena o € (N U X)* es una ramificacién? de un simbolo
ciclicoAsiA=A; = ...= A, = «a con n>1 donde todos los
A; son simbolos ciclicos y a no es un simbolo ciclico.

Entrada: G=(N,X,P,S) y un simbolo ciclico A€ N.

Salida: El conjunto R de las ramificaciones de A.
R:=0
Marcar todos los simbolos como no visitados y ponmer pila:= [A].

while pila no vacia
B := pila.desapilar ()
foreach produccién B— C
tal que C es un simbolo ciclico no visitado
Marcar C como visitado.
pila.apilar (C)
end
foreach produccién B — «
tal que o no es un simbolo ciclico
R :=RU{a}
end
end
return R

2La terminologfa no es estandar.



Eliminacidn de ciclos

El siguiente algoritmo elimina simbolos ciclicos de una gramatica
sin producciones ¢. Si la gramatica tiene producciones € se deben
eliminar previamente.

Entrada: Una gramdatica G = (N,X,P,S) sin producciones e.
Salida: Una gramdtica G que genera el mismo lenguaje
y no tieme ciclos ni producciones €.
foreach produccién de la forma A— C
tal que C es un simbolo ciclico
Computar el conjunto R de las ramificaciones de C.

Reemplazar la produccién A— C por producciones
A—>a1

A= ap

donde {au,...,an}=R.
end



Eliminacidn de ciclos

Ejercicio. Eliminar los ciclos de la gramética:

S - B | aB|cB
B - b|D
D - d| B



Eliminacién de la recursién a izquierda

Una gramatica es recursiva a izquierda si hay un simbolo no
terminal A tal que A =T Aa.

Objetivo. Dada una gramatica, obtener otra gramatica sin
recursion a izquierda que genere el mismo lenguaje.

Eliminacion de la recursion a izquierda inmediata.
Si el simbolo A tiene las siguientes producciones:

A—)AOé1| |Aan|51] |Bm

donde las a; no son vacias y los 3; no empiezan con A, se pueden
reemplazar todas esas producciones por:

A = BA | ... | BmA
A = A aA e

obteniendo una gramatica que genera el mismo lenguaje.



Eliminacién de la recursién a izquierda

Eliminacion de la recursién a izquierda en general.

Entrada: Una gramatica G = (N,%,P,S)
sin producciones € ni ciclos.

Salida: Una gramdtica G que genera el mismo lenguaje
y que no es recursiva a izquierda.

Poner los simbolos no terminales en algin orden Al ... An.
foreach i = 1 to n
foreach j = 1 to i-1
Reemplazar cada produccién A; — Ajy
por las producciones A =01y | ... | Sy
donde Aj — 61 | ... | d«
son todas las producciones del simbolo A;.
end
Eliminar la recursidén a izquierda inmediata
de las producciones del simbolo A;.
end



Eliminacién de la recursién a izquierda

Ejercicio. Eliminar la recursidn a izquierda de la gramatica

S — Ab|c
A — d|Sf|Ag



Factorizacién a izquierda

Una gramatica con dos producciones A — a8 y A — a7y donde
« # € se puede reescribir de la siguiente manera:

A — oA
A= B~

Esta transformacién puede ser (til para preparar la gramatica para
hacer andlisis sintactico predictivo.



Generadores de parsers



Demo: generadores de parsers

Veremos cémo usar flex y bison para programar un parser para
el lenguaje dado por la siguiente gramatica en el alfabeto
Y ={+,%,(,),num}:

E E|E+T
T T | TxF
F — num | (E)

%
—

Donde num esta dado por la expresion regular [0-9]+.



